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Hintakuplat ovat kiinnostaneet ekonomisteja jo vuosisatojen ajan, ensimmäinen historian
kirjojen tuntema hintakupla on Hollannin tulppaanimania vuosilta 1633-1637. Tämän
jälkeiseltä ajalta tunnetaan useita markkinakuplia kuten Saksan valuutan hyperinflaatio
1920 -luvulta, NASDAQ:n johdannaismarkkinoiden ja interenet osakkeiden hinnoittelu-
kupla vuosituhanteen vaihteesta ja Pohjois-Amerikan asuntojen hinnottelukupla vuosi-
tuhannen alusta. Tämän hetkisestä maailman taloustilanteesta voidaan löytää hyvin sa-
mankaltaisia merkkejä. kuin näissä aikaisemmissa tilanteissa, mutta vielä ei osata sanoa
onko tämä markkinakuplaa vai ei.
Tässä työssä tutkimme markkinakuplia matemaattisissa malleissa ja täsmällisemmin
epätäydellisillä markkinoilla lokaalien martingaalimittojen ympäristössä. Aluksi käyn lä-
pi oleellisimpia käsitteitä ja rakennan markkinamallin, jossa toimitaan. Rakennusvaiheen
aloitan martingaaliteorian käsitteiden esittelystä ja tarvittavien määritelmien jälkeen ete-
nen liittämällä nämä matemaattiset teoriat taloustieteen käsitteistöön ja ajatusmaail-
maan. Markkinamallin rakennusvaiheessa voidaan tehdä erilaisia valintoja, niin mate-
maattisia kuin taloustieteellisiä. Nämä valinnat vaikuttavat arvopaperihinnoiteluun ja lo-
pulta markkinakuplan ominaisuuksiin. Määriteltyäni markkinakuplan käyn läpi sen omi-




Ennen kuin alan rakentamaan markkinamallia, minun täytyy määritellä muutamia kes-
keisimpiä käsitteitä. Tässä kappaleessa käyn läpi tarvittavia määritelmiä ja tuloksia mar-
tingaaliteoriasta. Lisäksi pyrin avaamaan hankalimpia osia esimerkkien avulla. Lähden
liikkeelle tavallisesta todennäköisyysavaruudesta (⌦,F, P ), jolle teen tarvittavia laajen-
noksia ja tarkennuksia.
Aloitetaan mallintamalla jokaiselle ajanhetkelle informaatio Ft, jonka varassa ajan-
hetkellä t tehdään päätöksiä markkinoilla.
Määritelmä 2.1. Olkoon (⌦,F, P ) todennäköisyysavaruus. Filtraatio F = (Ft)tT on
kasvava jono F:n ali  -algebroja.
Tämä määritelmä ei kovin hyvin selitä, mikä filtraatio on ja parhaiten se selviääkin
esimerkin avulla.
Esimerkki 2.2. Oletaan, että X(t) on stokastinen prosessi diskreetissä ajassa. Joten se
saa arvot X(0), X(1), ... hetkillä t = 0, t = 1, ... jne. Nyt tämän prosessin luonnollisesti
generoima historia on sen saamien arvojen joukko ja voidaan merkitä FXt on prosessin X
generoima historia hetkeen t mennessä. Siis
FX0 = {X(0)} FX1 = {X(0), X(1)} FX2 = {X(0), X(1), X(2)}
Filtraatiota voidaan kutsua myös historiaksi. Tässä työssä oletetaan aina informaa-
tion kasvavuus, eli jokainen Ft pitää sisällään informaation kaikilta ajanhetkiltä ennen
hetkeä t, ja ajanhetken t informaation. Siis menneitä ei unohdeta. Unohtavia prosesseja
kutsutaan Markovin prosesseiksi. Tässä en käsittele sellaisia prosesseja.
Seuraavaksi määrittelemme mitä tarkoittaa stokastisen prosessin sopivuus. Tämä tu-
lee olemaan tärkeä käsite markkinamallissamme, sillä se liittyy ostopäätöksien tekemiseen
ajanhetkellä t sen hetkisen informaation pohjalla.
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Määritelmä 2.3. Stokastinen prosessiX historialliselta todennäköisyysavaruudelta (⌦,F, P,F)
on F -sopiva, jos Xt on Ft mitallinen.
Prosessin X sopivuus tarkoittaa sitä, että hetkellä t tiedämme sen arvon Xt. Pienin
historia, jonka suhteen prosessi Xt on sopiva, on tietysti sen oma sisäinen historia FX .
Markkinamallissamme historia sisältää kaiken tiedon markkinoilta.
Määritelmä 2.4. Ennustettava satunnaisprosessi. Prosessi (Yt(!) : t 2 N) on ennustet-
tava diskreettiaikaisen filtraation F = (Ft : t 2 N) suhteen, jos Yt on Ft-mitallinen kaikilla
t  T . T ajatellaan tarkastelun päättymishetkenä.
Ennustettavuus voidaan ajatella siten, että hetkellä t päätetään millä painolla hanki-
taan riskillistä arvopaperia, ja tämä paino on edelleen voimassa hetkellä t+1.
Määritelmä 2.5. Pysäytyshetki. Todennäköisyysavaruudelle (⌦,F, P,F) voidaan määri-
tellä satunnaismuuttuja ⌧ : ⌦! R+[{1}. Tämä satunnaismuuttuja on filtaation (Ft)t 0
suhteen pysäytyshetki jos
{! : ⌧(!)  t} 2 Ft 8t 2 T
Sekaannusten välttämiseksi kutsutaan ⌧ satunnaismuuttujaa erityisesti F -pysäytys
-hetkeksi, näin saamme eksplisiittisesti määritettyä minkä filtraation suhteen ⌧ on pysäy-
tyshetki. Määritelmä saattaa vaikuttaa monimutkaiselta, mutta konkreettisesti sanottuna
pysäytyshetki on sellainen satunnaismuuttuja, että vallitsevan filtraation suhteen pysty-
tään sanomaan onko pysäytyshetki jo tapahtunu vai ei. Tätä selventämiseksi muutama
esimerkki. Ajatellaan tilannetta, että toimija sijoittaa varallisuutta kultaan. (i) Toimija
rahastaa kullan kun hinta nousee yli 40 euroa/g tai on kulunut 12kk. Tämä on pysäy-
tyshetki. (ii) Toimija rahastaa kullan kun hinta nousee kaksi euroa ostohinnasta. Tämä
on pysäytyshetki. (iii) Toimija rahastaa kullan kun hinta saavuttaa vuoden maksiminsa.
Tämä ei ole pysäytyshetki, koska kullan hinnan historian avulla emme voi tietää onko se
vielä saavuttanut tämän vuoden maksimiansa vai ei.




A 2 F : A \ {⌧  t} 2 F 8t 2 T 
on sigma-algebra.
Todistus. Oletetaan, pysäytyshetkisatunnaismuuttujan ⌧(!) lisäksi todennäköisyysava-
ruudella on toinen (Ft) -pysäytyshetki  (!). Jos voidaan osoittaa, että ehdosta
0   (!)  ⌧(!) kaikille ! 2 ⌦,
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seuraa, että F  ✓ F⌧ . Niin tällöin F⌧ on sigma-algebra. Oletetaan siis, että
0   (!)  ⌧(!) kaikille ! 2 ⌦.
Oletetaan myös, että A on jokin mielevaltainen joukko siten, että A 2 F . Koska  (!) 
⌧(!) kaikilla !, niin A 2 F  , A \ {   t} ✓ F⌧ kaikilla t   0. Lisäksi {⌧  t} 2 F⌧ , ja
A \ {⌧  t} 2 F , joten
A \ {⌧  t} 2 F  ,
 
A \ {⌧  t} \ {   t} 2 F⌧ .
Edelleen saadaan  
A \ {⌧  t} \ {   t} = A \ {⌧  t}.
Koska A\{⌧  t} 2 F⌧ ja A\{   t} 2 F  niin välttämättä A 2 F⌧ . Joten F  ✓ F⌧ .
Määritelmä 2.7. Pysäytyshetkien avulla pystytään poimimaan stokastisesta prosessista
pysäytetty prosessi. Yksikertaisesti tämä tarkoittaa, sitä että alkuperäistä prosessia py-
säytetään jonkin pysäytyshetkisatunnaismuuttujan avulla. Pysäytetty prosessi on muuten
täsmälleen samanlainen kuin alkuperäinen prosessi, mutta pysäytyshetkellä prosessi lop-
puu, tai pysähtyy. Matemaattisesti tätä merkitään seuraavasti. Olkoon Xt stokastinen
prosessi ja ⌧(!) -pysäytyshetki. Nyt pysäytetty prosessi on
X⌧t := Xt^⌧ = Xt + (X⌧  Xt)1{t   ⌧}
Pysäytetyillä prosesseilla voidaan keinotekoisesti välttää arvopapereiden hintaproses-
sien nollaan menemistä äärettömillä aikaväleillä. Lisäksi hintaprosesseja pysäyttämällä
saadaan lisättyä markkinamallin vastaavutta oikean maailman kanssa.
Seuraavaksi määrittelen martingaalin. Työn viimeisissä kappaleessa näemme miten
hienosti martingaaliteorian avulla pystytään käsittelemään ja tutkimaan markkinamalle-
ja.
Määritelmä 2.8. Martingaali. Stokastinen prosessi Xt on Ft-martingaali jos se on F-
sopiva, P -integroituva jokaiselle ajanhetkelle t ja toteuttaa martingaaliehdon jokaiselle
ajanhetkelle 0 < s  t
E[Xt|Fs] = Xs
Selkokielellä sanottuna martingaaliprosessia on sellainen prosessi, joka ei odotusarvoi-
sesti muutu ajan kuluessa. Jos prosessi X on hetkellä s tilassa Xs, niin myöhempänä
ajanhetkenä t se on odotusarvoisesti myös tilassa E[Xt|Fs] = Xs.
Martingaali on aluksi tarkoittanut erästä uhkapelistrategiaa, jonka avulla pitäisi olla
mahdollista voittaa todennäköisyydellä yksi. Strategiassa uhkapelaaja pelaa kolikonheit-
topeliä. Usein puhutaan rulettiesimerkistä, jossa pelataan vain väriä, punainen tai musta.
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Tällöin ruletti palautuu takaisin kolikonheittopeliksi. Joka tapauksessa strategia on seu-
raavanlainen. Ensimmäisellä kierroksella uhkapelaaja panostaa yhden euron klaavalle ja
jos tulee klaava hän saa kaksi euroa ja näin ollen voittaa yhden euron. Jos tulee kruu-
na, uhkapelaajamme häviää yhden euron ja seuraavalla kierroksella panostaa kaksi euroa
klaavalle. Pelaajamme siis tuplaa aina edellisen kierroksen panoksensa ja näin ollen aina
kun tulee klaava hän voittaa aikaisemmilla kierroksilla hävinneet rahansa takaisin ja saa
yhden euron verran voittoa. Jos oletamme, että pelaajalla on äärettömästi rahaa ja ai-
kaa (pelikierroksia) niin hänen voiton todennäköisyytensä menee kohti ykköstä. Panokset
kuitenkin tuplaantuvat joka kierroksella ja ajavat tällaisen strategian käyttäjät hyvin no-
peasti konkurssiin.
Aloittaen yhdestä eurosta, jo kymmenen tappiollisen kierroksen jälkeen pelaaja on hä-
vinnyt 1013 euroa. En siis suosittele lähtemään lähimmälle kasinolle tai millekään uhkape-
lisivustolle kokeilemaan tätä strategiaa. Vaikkakin asiaan perehtyessäni törmäsin todella
hyvin tehtyyn suomalaiseen nettisivustoon, jossa tätä strategiaa oikeasti mainostettiin
varmana tapana saada hiukan lisätuloja.
Martingaalistrategiaa on kuitenkin ollut ongelma monille kasinoille, sillä monet ovat
yrittäneet käyttää kasinoilla rulettipöydissä. Suurella lähtökassalla varautuva toimija saat-
taakin pystyä tätä jonkin aikaa hyödyntämään. Tähän kasinot ovat varautuneet ja aset-
taneet eri pöytiin panoksille ylä- ja alarajoja. Tällä saadaan varsin tehokkaasti karsittua
martingaalistrategian yrittäjiä. Lisäksi kasinot tarkkailet tällaista käytöstä ja tarvittaessa
poistavat martingaalistrategiaa hyödyntävät henkilöt kasinoilta.
Pysäytettyä Brownin liikettä, joka on martingaaliprosessi, voidaan käyttää kuvaamaan
tällaista strategiaa ja sen tuottamia tuloksia. Matemaattisen martingaali käsittteen esitteli
ensimmäisen Paul Lévy vuonna 1934, hän ei kuitenkaan käyttänyt siitä sanaa martingaa-
li. Martingaali nimen sille antoi Jean Ville vuonna 1939. Martingaaliteorian tutkimusta
motivoi juuri halu ymmärtää paremmin tätä varmaa voittoa tuottavaa pelistrategiaa.
Nyt, kun olen saanut martingaalin ja pysäytyshetken määriteltyä, alamme lähesty-
mään ekvivalentin lokaalinmartingaalimitan käsitettä. Martingaaliteoriassa moni asia voi
päteä vain lokaalilla tasolla. Seuraavaksi määrittelen mitä tämä tarkoittaa. Tässä on tär-
keänä pysäytyshetken käsite.
Määritelmä 2.9. Lokalisaatio. Sanotaan, että ominaisuus pätee lokaalisti (Xt(!)) pro-
sessille (Ft)-historian suhteen, jos on olemassa jono (Ft)-pysäytyshetkiä ⌧n(!) " 1 siten,
että jokaiselle n pysäytetylle prosessille X⌧nt (!) := Xt^⌧n(!) ominaisuus pätee.
Lokalisointia on varsin hankala ymmärtää tällaisesta määritelmästä ja paremmin siitä
saa selvää esimerkillä. Ennen kuin määrittelen tarkasti millainen on lokaali martingaali,
niin haluan hiukan avata sitä käsitettä. Olkoon Xt stokastinen prosessi ja (⌧n) kasvava
jono pysäytyshetkiä. Näillä pysäytyshetkillä pysäytetään prosessia Xt. Siis saadaan uudet
prosessit X⌧nt . Jos nämä uudet prosessit ovat martingaaleja, niin alkuperäinen prosessi on
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lokaali martigaali.
Määritelmä 2.10. Lokaali martingaali on sellainen stokastinen prosessi, jolle on olemassa
jono pysäytyshetkiä siten, että pysäytetyt prosessit toteuttavat martingaaliehdot. Olkoon
Xt(!) prosessimme. Kyseessä on lokaalimartingaali, jos on olemassa (⌧n) jono pysäytys-
hetkiä siten, että ⌧n " 1 ja jokaiselle pysäytetylle prosessille X⌧nt pätee martingaaliehto:
E[X⌧nt |Fs] = X⌧ns
Huomautus 2.11. Kaikki lokaalit martingaalit eivät välttämättä ole martingaaleja, mutta
kaikki martingaalit ovat myös lokaaleja martingaaleja.
Lemma 2.12. Olkoon Mt lokaali martingaali, jolla Mt   0 8t. Mt on ylimartingaali, ja
se on martingaali jos ja vain jos E(Mt) = E(M0) 8t   0. Mt on tasaisesti integroituva
martingaali jos ja vain tämä pätee myös laajennetuille aika indeksi joukolle [0,+1], eli
E(M1) = E(M0).




  Fs  = Ms^⌧n .













  Fs  = lim inf
n
Ms^⌧n = Ms
Doobin martingaalikonvergenssin lauseen nojalla tiedetään, että P -m.v. 9 lim
t!1
Mt =
M1 2 L1(P ). Nyt Fatou lemmasta




Mt on tasaisesti integroituva () EP (M1|Fs) = Ms () EP (M1) = EP (M0)
Siis Mt on P martingaali mutta ei ole tasaisesti integroituva.
Kun pääsen käsiksi johdannaismarkkinoihin tarvitsen martingaalien yhteyttä satun-
naismuuttujien tasaiseen integroituvuuteen. Nyt käyn läpi muutaman käsitteen ja todistan
proposition martingaaliteoriasta, joka helpottaa työtäni eräässä johdannaismarkkinoiden
keskeisessä tuloksessa.
8
Määritelmä 2.13. Olkoon C ✓ L1(⌦,F , P ) kokoelma satunnaismuuttujia. Tämä kokoel-








|X(!)|P (d!)! 0 kun K !1
Seuraava määritelmä on otettu Jean Jacod ja Albert N. Shriyaevin teoksesta Limit
Theorems for Stochastic Processes. Se koskee stokastisten prosessien luokkaa (D). Olen-
naisesti stokastisten prosessien luokan (D) avulla voidaan liittää tasainen integroituvuus
ja martingaaliominaisuudet. Määritelmän jälkeen pystyn esittelemään proposition, jonka
avulla sitten myöhemmin todistan johdannaisille käyttökelpoisen lemman.
Määritelmä 2.14. Stokastisten prosessien luokka (D). Sanotaan, että prosessi X kuuluu
luokkaan (D), jos satunnaismuuttujien {XT : T äärellisarvoinen pysäytyshetki} muodos-
tama joukko on tasaisesti integroituva.
Esimerkki 2.15. Olkoon Xt stokastinen prosessi ja (⌧n)n 0 jono äärellisarvoisia pysäytys-
hetkiä. Tällöin saadaan jono pysäytettyjä prosesseja on (X⌧nt )n 0. Alkuperäinen prosessi
Xt kuuluu luokkaan (D) jos joukko (X⌧nt )n 0 on tasaisesti integroituva.
Nyt esitän proposition, jonka avulla saan myöhemmin todistettua johdannaisiin liit-
tyvä lemman.
Propositio 2.16. Tasainen integroituvuus ja stokastisten prosessien luokka (D)
i) Jokainen tasaisesti integroituva martingaali kuuluu luokkaan (D).
ii) Lokaali martingaali on tasaisesti integroituva martingaali jos ja vain jos se on luokkaan
(D) kuuluva prosessi.
Todistus. Olkoon Xt tasaisesti integroituva martingaali. Tällöin pätee limt!1Xt = X1
melkein varmasti ja XT = E[X1|FT ] kaikille pysäytyshetkille T . Koska XT 2 L1 niin
joukko satunnaismuuttujia {E[XT |G] : G ⇢ F} on tasaisesti integroituva. Siis Xt kuuluu
luokkaan (D).
Vielä osoitettava, että lokaalimartingaali on tasaisesti integroituva martingaali jos ja
vain jos se on luokkaan (D) kuuluva prosessi. Oletetaan X 2 (D) ja (Tn) lokalisoiva jo-
no pysäytyshetkiä prosessille X. Tämä tarkoittaa, että joukko {XTn : Tn äärellisarvoinen
pysäytyshetki} on tasaisesti integroituva. Nyt halutaan osoittaa, että prosessi Xt on lo-





t |Ft] = E[Xt^Tn |Fs].
Molemmat jonot (Xs^Tn)n2N(Xt^Tn)n2N ovat tasaisesti integroituvia, sillä X kuuluu luok-
kaan (D) ja jonot suppenevat kohti vastaavia hetkien Xs ja Xt prosessien arvoja. Tämä
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on selvää, koska limn!1 Tn = 1 melkein varmasti. Raja-arvon voi viedä odotusarvojen
sisään ja saadaan Xs = E[Xt|Fs], joten X on martingaali ja näin ollen myös lokaalimar-
tingaali.
Seuraavaksi kerron hiukan rahoitusmatemaattisesti todella keskeisestä luonnollisesta
ilmiöstä, jota käytetään todella paljon matemaattisissa sovelluksissa. Nimittäin Brownin
liikkeestä. Brownin liike on niin sanottu luonnollinen stokastinen prosessi. Sitä voidaan
ajatella stokastisten prosessien maailman vastineena jakaumien normaalijakaumalle, ja se
rakennetaankin normaalijakauman avulla. Brownin liike voidaan määritellä usealla eri ta-
valla ja tässä työssä esittelemme minun mielestäni selkeimmän ja lyhyimmän version. Yk-
sinkertaistettuna Brownin liike on prosessi, joka on riippumaton historiastaan ja aikavälillä
[s, t] sen muutos on normaalijakautunut odotusarvolla nolla ja varianssilla  2 = t  s.
Määritelmä 2.17. Brownin liike. Olkoon 0 < s  t ajanhetkiä ja Bt(!) stokastinen
prosessi. Nyt Bt on Brownin liike jos
(i) Bt   Bs on riippumaton  -algebrasta FBs kaikilla t   s,
(ii) Bt   Bs ⇠ N(0, t  s).
Lause 2.18. Brownin liike on F-martingaali
Todistus. Olkoon prosessi Bt edellä määritellyn kaltainen. Tällöin selvästi Bt on F-sopiva
ja P -integroituva. Olkoon ajanhetket 0 < s  t. Nyt
Bt = E[Bs|Ft] = E[Bs Bt+Bt|Ft] = E[Bs Bt|Ft] +E[Bt|Ft] = E[Bs Bt] +Bt = Bt,
koska Bs Bt on riippumaton historiasta Ft ja E[Bs Bt] = 0. Siis Bt on F -martingaali.
Kuten jo mainitsimme huomautuksessa 2.11, kaikki lokaalit martingaalit eivät vält-
tämättä ole martingaaleja. Tässä nyt eräs esimerkki tasaisesti integroituvasta lokaalista
martingaalista, joka ei ole aito martingaali.




t ), siis Bt on kolmiulotteinen Brownin liike,
joka lähtee liikkeelle origosta, sen komponentit ovat riippumattomia ja hB(i), B(j)it =  ij.
Tällöin prosessi




on kolmiulotteinen Besselin prosessi, joka on modernissa stokastiikassa hyvin tunnettu ja
paljon tutkittu. Tämä ei vielä ole haluamamme esimerkki, mutta sen kautta pääsemme
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viimein käsiksi tasaisesti integroituvaan lokaaliin martingaaliin, joka ei ole aito martin-
gaali. Kutsumme tässä yhteydessä martingaalia aidoksi martingaaliksi korostaaksemme
eroa lokaalin martingaalin välillä.
OlkoonMt = R 1t , ja aloitetaan prosessiMt vasta hetkestä 1, koska hetkellä 0Rt -prosessi
on nolla. Tämä (Mt)t 1 on haluamamme esimerkki. Todistetaan se seuraavaksi. Keven-
tääkseni merkintöjä, merkitsen St =
p
Rt. Voimme käyttää Itôn kaavaa osittaessamme,
että (Mt)t 1 on todella lokaali martingaali. Aluksi tarkastelemme tilannetta, jossa meillä




















Täten d log(Rt) on lokaali martingaali. Kun meillä on useampiulottuvuuksinen Brownin
liike eli n   3 saamme,
d(R2 nt ) = d(S
1 n/2
t ) = (1  n/2)S n/2t dSt  
1
2
















Näin ollen kun n = 3 ja Mt = (Rt) 1, kaikille t   1 pätee















joten Mt on lokaali martingaali.
Nyt haluamme vielä näyttää, että se on rajoitettu L2(P ):ssä, eli laskemme integraalin



















kun t   1
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Siis E[M2t ]  12 <1 joten lokaalimartingaali (Mt)t 1 on selvästi rajoitettu L2(P ):ssä, ja
erityisesti se on tasaisesti integroituva.
Enää täytyy tarkastella miksi se ei ole aito martingaali. Jotta se olisi aito martingaa-
li, sen pitäisi toteuttaa martingaaliehtoa jokaiselle ykköstä suuremmalle ajanhetkelle. Eli
täytyisi päteä E[Mt|Fs] = Ms kaikilla t   1. Helpoin tapa osoittaa, että näin ei ole on
tutkia arvoa M1, myös sille pitäisi päteä ehto E[M1|Fs] = Ms. Mennään hiukan taak-
sepäin ja tarkastellaan lähemmin kolmiulotteista Brownin liikettä. Voimme osoittaa, että
se on transientti eli se poistuu lopulta jokaisesta origokeskeisestä pallosta palaamatta sin-
ne. Matemaattisesti tämä ilmaistaan |Bt| ! 1 P -melkein varmasti. Näin ollen voimme
osoittaa, että M1 = limt!1Mt = 0.
Todistus. Olkoon 0 < r0 < y < r00 realilukuja ja ⌧(!) := ⌧r0(!) ^ ⌧r00(!) niihin liittyviä
pysäytyshetkiä. Oletamme kolmiulotteisen Besselin prosessimme lähtevän liikkeelle tasolta
y. Siis R1 = y. Tiedetään, että pysäytetty prosessi (Mt^⌧ )t 1 on aito martingaali ja tämän
ominaisuuksien avulla pystymme määrittämään todennäköisyydet P (⌧r0 < ⌧r00 |R1 = y).






Koska (Mt^⌧ )t 1 on rajoitettu, on se erityisesti tasaisesti integroituva ja
1
y
= E(M1) = E(M⌧^t) = E(M⌧ ) =
1
r0
P (⌧r0 < ⌧r00 |R1 = y) + 1
r00
(1  P (⌧r0 < ⌧r00 |R1 = y))
josta seuraa että
P (⌧r0 < ⌧r00 |R1 = y) = r
0(r00   y)
y(r00   r0)
kun r00 " 1 ⌧r00 " 1 rajoitetun suppenemisen avulla saamme
P (⌧r0 <1|R1 = y) = lim
r00"1
r0(r00   y)




Tämä tarkoittaa sitä, että kolmeulotteinen Besselin prosessi on transientti. Kun R1 = y >
r0   0, todennäköisyydellä (y  r0)/y prosessi (Rt : t   1) ei ikinä osu palloon, jonka säde
on r0. Näin ollen M1 = 0, eikä sille voi päteä martingaaliominaisuus ja näin ollen Mt ei
ole aito martingaali.
12
Esimerkki 2.21. Toinen tärkeä ja mielenkiintoinen esimerkki on stokastinen eksponen-
tiaali. Olkoon Mt jatkuva lokaali martingaali, määritellään
Zt = e
Mt  12 hMit
Nyt jos hMi⌧ = 1 jollekin pysäytyshetkelle ⌧ niin tästä seuraa, että Z⌧ = 0. Tämä on
tärkeä esimerkki, koska tulemme myöhemmin huomaamaan, että tällainen lokaali martin-




Tässä kappaleessa rakennan markkinamallimme ja esittelen teoksen tärkeimmät alustavat
käsitteet ennen markkinakuplia.
Oletetaan, että markkinoillan on vain kaksi arvopaperia. Riskitön pankkitili-instrumentti
(Bt)t 0 ja riskillinen sijoitusinstrumentti (St)t 0. Mallissa riskitön pankkitili-instrumentti
saa vain positiivisia arvoja, siis Bt(!) > 0 kaikilla ajanhetkillä t. Tällöin pankkitili-
instrumentti voidaan valita markkinamallin numerääriksi. Pyrin pitämään mallin mahdol-
lisimman yksinkertaisena ilman yleistyvyyden menettämistä, joten riskittömän pankkitili-
instrumentin korko i on nolla. Tällöin diskonttaustekijä on yksi, ja kaikki jatkossa esitetyt
hinnat ovat diskontattuja numeräärin Bt suhteen. Tämä helpottaa huomattavasti mallin
käsittelyä. Oletetaan, että riskillinen sijoitusinstrumentti tuottaa osinkoa (Dt)t 0 osinko-
prosessin mukaisesti arvopaperin matureettiin ⌧ saakka, ja loppuhetkellä ⌧ saadaan X⌧ ,
joka on satunnainen "lopputuotto". Oletetaan myös, että osinkotuotot ja lopputuotto
ovat positiivisia. Siis Dt   0 kaikilla t   0 ja X⌧   0. Osinkoprosessin määrittäminen on
todella mielenkiintoinen taloustieteellinen kysymys. Tässä vaiheessa tyydymme vain pitä-
mään sitä annettuna càdlàg semimartingaalina. Näin ollen riskillisen sijoitusinstrumentin
markkinahinta määräytyy ei-negatiivisesta càdlàg semimartingaalista S = (St)t 0, joka
on määritelty todennäköisyysavaruudella (⌦,F, P ) filtraation F suhteen. Tässä filtraatio
F on osinkoprosessin (Dt)t 0 ja lopputuoton X⌧ generoima filtraatio. Nyt voin määritellä
varallisuus prosessin Wt.




Varallisuus muodostuu siis sijoitusinstrumentin hinnasta, kertyneistä osinkotuotoista ja
mahdollisesta lopputuotosta. Yllä esitetyssä määritelmässä otetaan huomioon myös mark-
kinoilla vallitseva numerääri. Tämä tapahtuu diskonttaamalla varallisuusprosessia. Tässä
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mallissa korko i on nolla ja diskonttaustekijä ei vaikuta.
Markkinoilla oleellinen käsite on ekvivalentin lokaalimartingaalimitan käsite. Tällä tar-
koitamme alkuperäisen todennäköisyysmitan kanssa ekvivalenttia martingaalimittaa, jol-
la saamme tarvittaessa diskontattua koron vaikutukset pois ja voimme huolehtia, että
markkinoilla ei ole arbitraasimahdollisuutta.
Määritelmä 3.1. Sijoitusstrategia ⇡t = ( t,  t) määritellään parina ennustettavia proses-
seja. Siis  t ja  t prosessit ovat ennustettavia ja ne kuvaavat riskittömän pankkitalletuksen
ja riskillisen sijoitusinstrumentin määriä.
Yksinkertaistettuna, määritelmät 2.2 ja 2.3 tarkoittavat vain sitä, että hetkellä t pää-
tämme miten allokoimme varallisuutemme arvopapereihin seuraavaksi ajanjaksoksi.
Määritelmä 3.2. Omavarainen sijoitusstrategia. Strategiaa (⇡t)t 0 = ( t,  t)t 0 sano-
taan omavaraiseksi, jos kaikki varallisuuden muutokset seuraavat arvopapereiden arvojen
muutoksista. Siis salkkuun ei lisätä ulkoista varallisuutta, eikä sieltä oteta pois varalli-
suutta. Matemaattisesti tämä ilmaistaan diﬀerentiaaliyhtälön toteuttamisehtona. Salkku
on muotoa ⇡ = ( ,  ), jossa   on riskittömän pankkitalletuksen paino ja   on riskillisen
sijoitusinstrumentin paino. Tällainen salkku on omavarainen, jos sen varallisuudelle V ⇡t
pätee











0  sdSs on Ito integraali. Ito integraalille on yleistenyt notaatio




Aiemmin mainitussa mallissamme tilanne yksinkertaistuu muotoon




Tämä johtuu siitä, että korko on nolla, jolloin dBs = 0.
Seuraavaksi alan lähestymään ensimmäistä tärkeää lausetta markkinamallin kannalta.
Haluan tarkastella hintakuplia arbitraasivapailla markkinoilla, mutta ei riitä, että mark-
kinat ovat arbitraasivapaat, vaan haluan, että markkinat noudattavat hiukan vahvempaa
ehtoa. Nimittäin ei ilmaista lounasta häviävällä riskillä. Tämä tarkoittaa käytännössä si-
tä, että markkinoilla ei ole arbitraasia mahdollistavia strategioita eikä sellaisia strategioi-
ta jotka menevät rajalla kohti arbitraasistrategioita. Tämä käsite on yleisesti tunnettu
englanninkielisellä nimellään; No Free Lunch with Vanishing Risk. Tätä määriteltäessä
tarvitsen vielä yhden käsitteen sijoitustrategioille.
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Määritelmä 3.3. Admissible, hyväksyttävä. Sijoitusstrategia (⇡t)t 0 = ( t,  t)t 0 voi olla
a-hyväksyttävä tai hyväksyttävä. Se on a-hyväksyttävä, silloin kun se on omavarainen ja
V ⇡t    a kaikilla t   0 melkein varmasti. Se on hyväksyttävä, silloin kun on olemassa
positiivinen reaaliluku a, siten että V ⇡t    a kaikilla t   0 melkein varmasti. Lisäksi
merkitsen hyväksyttävien strategioiden joukkoa merkillä A. Jos sijoitusstrategialle ei ole
olemassa tällaista alarajaa a 2 R, niin silloin se ei ole hyväksyttävä strategia.
Hyväksyttävän strategian käsite voidaan ymmärtää jonkinlaisen varallisuusprosessin
alarajana. Toimija ei voi ottaa enää lisää lainaa, jos velka on kasvanut liian suureksi. Siis
toisaalta jonkinlainen yläraja velkaantumisasteelle. Tämä on hyvin realistinen käsite, sillä
se vastaa todellisia markkinoita. Toimijat eivät voi ottaa rajattomasti velkaa.
Jatkossa rajoitutaan hyväksyttävien strategioiden luokkaan A ja tulemme näkemään
miten tämä mahdollistaa hintakuplien synnyn. Nyt olen valmis esittelemään NFLVR:n
määritelmän ja heti sen perään ensimmäisen tämän työn tärkeimmistä lauseista.
Huomautus 3.4. Kaikki rajoitetut ennustettavat strategiat ovat hyväksyttäviä.
Määritelmä 3.5. No Free Lunch With Vanishing Risk. (NFLVR). Nyt joukko A on
hyväksyttävien strategioiden joukko ja (W ⇡t )t 0 on strategian ⇡ varallisuusprosessi. Mer-
kitään strategian ⇡ varallisuusprosessin loppuarvoa, siis kun t ! 1, merkinnällä W ⇡1.
Nyt otetaan hyväksyttävien strategioiden joukko ja näiden varallisuusprosessit. Katsotaan
mitä varallisuudelle tapahtuu kun mennään rajalle t!1. Merkitään tätä loppuarvojen
joukkoa merkinnällä K. Tällöin
K = {W ⇡1 = (⇡ ·W )1 : ⇡ 2 A}.
Lisäksi määritellään joukko C seuraavasti
C =
 
W ⇡1 : on olemassa f 2 L1, jolla W ⇡(!)   f(!) kaikille ! 2 ⌦
 
.
Siis C on joukko salkkuja joiden tuotto W ⇡1 = (⇡ ·W )1 on olennaisesti alhaalta rajoitet-
tu. Olkoon C joukon C sulkeuma sup-normin suhteen topologiassa L1. Nyt markkinat
noudattava NFLVR:ää jos
C \ L1+ = {0}.
Karkeasti sanottuna NFLVR sulkee pois markkinoilta kaikki omavaraiset strategiat,
joilla ei ole alkuvarallisuutta, mutta tuottavat varmasti epänegatiivisen kassavirran ja po-
sitiivisella todennäköisyydellä aidosti positiivisen kassavirran, eli niin sanotut yksinkertai-
set arbitraasistrategiat. Lisäksi se sulkee ulos sellaiset sijoitusstrategiajonot, jotka suppe-
nevat kohti näitä yksinkertaisia arbitraasistrategioita. Jatkossa oletan, että markkinamal-
li toteuttaa No Free Lunch with Vanishing Risk -ominaisuutta. Keskeisessä osassa mark-
kinoiden NFLVR-ominaisuutta on ekvivalentin lokaalimartingaalimitan käsite. Näemme
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ensimmäisessä päälauseessamme miten, mutta aluksi määrittelen ekvivalentin lokaalimar-
tingaalimitan.
Määritelmä 3.6. Ekvivalentti lokaalimartingaalimitta, ELMM. Olkoon mitta Q ekviva-
lentti mitan P kanssa, ja diskontattu varallisuusprosessi Wt Q-lokaalimartingaali. Tällöin
kutsumme Q:ta ekvivalentiksi lokaalimartingaalimitaksi. Merkitään ekvivalenttien lokaa-
limartingaalimittojen joukkoa merkinnällä Mloc(W )
Lause 3.7. Markkinat noudattavat NFLVR:ää jos ja vain jos on olemassa ekvivalentti
lokaalimartingaalimitta eli ELMM. (Delbaen, Schachermayer: The Mathematics of Arbit-
rage, First Fundamental Theorem of Asset Pricing)
Lause 3.7 pätee vaikka hintaprosessi St ei olisi lokaalisti rajoitettu. Tämä seuraa siitä,
että varallisuusprosessimme Wt on epänegatiivinen. Kuitenkin tutkin tässä työssä kuplia
epätäydellisilllä markkinoilla, joten ei ole yksikäsitteistä ELMM:ää, vaan #(Mloc(W ))  
2. Seuraavaksi siirryn hetkeksi tutkimaan tätä ekvivalenttien lokaalimartingaalimittojen
joukkoa.
3.0.1 Ekvivalentit lokaalimartingaalimitat
OlkoonMUI(W ) kokoelma P :n kanssa ekvivalentteja mittoja Q siten, että varallisuuspro-
sessiW on tasaisesti integroituva (uniformly integrable) Q-mitan suhteen. Kutsutaan näi-
tä mittoja ekvivalenteiksi tasaisesti integroituviksi martingaalimitoiksi. Tällöin MUI(W )
on Mloc(W )-joukon osajoukko. Olkoon
MNUI = Mloc\MUI
MNUI on joukonMloc osajoukko, joka koostuu ekvivalenteista lokaalimartingaalimitoista,
joiden suhteen varallisuusprosessi W ei ole tasaisesti integroituva. Useimmissa tilanteissa
molemmat osajoukot MNUI ja MUI sisältävät joitain alkioita. Seuraavaksi esimerkki,
jossa käy juuri näin.
Esimerkki 3.8. Olkoon B(1) ja B(2) kaksi riippumatonta Brownin liikettä. Toimitaan
todennäköisyys avaruudella, jossa brownin liikkeet generoivat filtraation F ja todennä-
köisyysmitta on P . Kiinnitetään k > 1 ja merkitään   = inf{t : E(B(2))t = k}, missä
E(X)t on jo aikaisemminkin nähty stokastinen eksponentti prosessille Xt. Tässä yhtey-
dessä tarkennetaan hiukan tätä käsitettä. Stokastinen eksponentti saadaan stokastisen
diﬀerentiaaliyhtälön dYt = Yt dXt ratkaisuna, kun Yt ja Xt ovat joitain stokastisia pro-
sesseja ja erityisesti Y0 = 1.
Määritellään prosessit Z ja S kahden brownin liikkeen avulla seuraavasti
Zt = E(B(2))t^  = eB
(2)




Väitän, että tällä tavalla määritellyistä prosesseista Z on tasaisesti integroituva martin-
gaali, S ei ole tasaisesti integroituva martingaali ja tuloprosessi SZ on tasaisesti integroi-
tuva martingaali.
Todistus. Koska Z on rajoitettu, niin tiedetään heti, että se on tasaisesti integroituva.
Tämä on selvää tasaisen integroituvuuden määritelmän nojalla. (Määritelmä 2.12 ) Kun
K !1 niin rajoitetulle prosessille {! : |Zt(!)| > K}! ;, jolloin määritelmän mukaiset
ehdot täyttyvät.
Vielä täytyy osoittaa, että St ei ole tasaisesti integroituva. Aloitetaan tarkastelu pro-
sessin St odotusarvosta kun t!1. Siis
E[S1] = E[S 1{ <1}] + E[S11{ =1}].
Prosessi S ja satunnaismuuttuja   ovat riippumattomia, joten
E[S11{ =1}] = E[S1]P (  =1).
Suurten lukujen lauseen nojalla S1 = 0 P-melkein varmasti. Joten
E[S11{ =1}] = E[S1]P (  =1) = 0 · P (  =1) = 0
Prosessin St odotusarvo kun t!1 saadaan siis muotoon
E[S1] = E[S 1{ <1}] = E
h Z




E[Su]P (  2 du) = P (  <1).
Nyt olemme jo lähellä ratkaisua. Sen lisäksi, että   on pysäytyshetki niin se on prosessin
Zt arvoon k osumishetki. Tiedämme siis, että
0  E(B(2))t^   k.
Koska E(B(2)) on rajoitettu ja E(B(2))0 = 1, niin E[E(B(2)) ] = 1. Toisaalta
E[E(B(2)) ] = 0 · P (  =1) + k · P (  <1),
joten P (  <1) = 1/k. Siis
E[S1] = P (  <1) = 1/k 6= 1 = S0.
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Joten S ei voi olla tasaisesti integroituva martingaali, koska se ei ole martingaali.
Enää on jäljellä tuloprosessi SZ. Koska brownin liikkeet ovat riippumattomia, niin
[B(1), B(2)] ⌘ 0 ja saadaan
StZt = E(B(1) +B(2) + [B(1), B(2)])t^  = E(B(1) +B(2))t^  .
Eli tuloprosessi on lokaali martingaali. Samankaltaisesti kuin prosessille S voidaan tulo-
prosessille laskea
E[S1Z1] = E[S1Z11{ <1}] = kE[S 1{ <1}] = k · 1k = 1,
joten tuloprosessi SZ on tasaisesti integroituva martingaali.
Nyt päästään varsinaiseen asiaan. Koko esimerkin tarkoitus on ollut osoittaa, että
määritelmät joukoille MNUI ja MUI eivät ole turhia. Seuraavassa korollaarissa pääsen
tähän kiinni.
Korollaari 3.9. On olemassa NFLVR markkinamalli, jossa sekäMUI(W ) ettäMNUI(W )
ovat epätyhjiä.
Todistus. Oletetaan edellisen esimerkin markkinamalli. Lisäksi olkoon Q sellainen toden-
näköisyysmitta, että B(1) ja B(2) ovat riippumattomia brownin liikkeitä mitan Q suhteen.
Todennäköisyysmitta Q vastaa alkuperäistä todennäköisyysmittaa P ja näin ollen proses-
si M ei ole tasaisesti integroituva mitan Q suhteen. Mitta Q kuuluu siis joukkoonMNUI ,
joka ei siis voi olla tyhjä. Nyt määritellään uusi todennäköisyysmittaR brownin liikkeiden
generoimalle filtraatiolle F1. Määritellään tämä mitta ehdosta
dR = Z1dQ.
Nyt
ER[M1] = EQ[M1Z1] = 1 ,
joten prosessi M on tasaisesti integroituva martingaali mitan R suhteen ja näin ollen
R 2 MUI , joka ei sekään voi olla tyhjä. Olemme siis löytäneet ainakin yhden NFLVR
-markkinamallin, jossa molemmat osajoukot ovat epätyhjiä.
Seuraavaksi esittelen toisen varsin tärkeän olettamuksen markkinamallistamme, nimit-
täin ei-dominoivia strategioita olettamuksen. Jarrown, Protterin ja Shimbon vuoden 2006
työssä, Asset price bubbles in complete markets, näytettiin miksi NFLVR ei riitä poista-
maan markkinakuplia täydellisillä markkinoilla. Täytyy myös olettaa, että markkinoilla
ei ole dominoivia strategioita. Dominoiva strategia on juuri sellainen, miltä se kuulostaa.
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Jokin strategia voi dominoida toista, jos ne tuottavat saman kassavirran, mutta ensim-
mäisen hinta on pienempi. Tämä vaikuttaa hyvin yksinkertaiselta arbitraasitilanteelta
ja NFLVR oletuksen pitäisi poistaa tällaiset mahdollisuudet, joten miksi ei-dominoivien
strategioiden oletusta tarvitaan.
Selvitän tätä tarkemmin. Olkoon A jokin arvopaperi ja B jokin sijoitussalkku. Olete-
taan, että nämä tuottavat haltijalleen saman kassavirran, mutta arvopaperin A hinta on
kalliimpi kuin salkun B. Tällaisessa tilanteessa toimija pystyy hankkimaan ilmaista rahaa
myymällä lyhyeksi arvopaperia A ja ostamalla salkkua B. Kuitenkin monilta markkinoilta
löytyy arvopapereita, joita ei voi shortata. Oletetaan, että tässä mallissa arvopaperi A on
juuri tällainen. Nyt yllä mainittu strategia ei ole hyväksyttävä. NFLVR ei poista tällais-
ten ei-hyväksyttävien strategioiden hinnoitteluvirheitä ja siksi tarvitsemme ei-dominoivia
strategioita oletusta. Seuraavassa määrittelen mitä strategioiden dominointi oikein tar-
koittaa. Oleellisena osana on, että markkinoille ajatellaan jokin kiinteä realisaatiohetki ⌫,
jolloin kaikki arvopaperit realisoituvat ja tuottavat jonkinlaisen lopputuoton X⌫ .
Määritelmä 3.10. Dominoiva strategia. Oletetaan, että meillä on kaksi sijoitusstrategiaa
⇡(1) ja ⇡(2) ja merkitään niiden hetken t hintoja ⇤t(⇡(k)), k = 1, 2. Nämä strategiat gene-
roivat osinkotuotot (D(k)t )t 0 ja lopputuotot X
(k)
⌫ , k = 1, 2. Osinkotuotot ja lopputuotot
riippuvat kunkin strategian sisältämistä arvopapereista. Lisäksi määrittelemme pysäytys-
hetkipareille   < µ  ⌫ nettotuoton G ,µ(⇡), jossa strategia ⇡ ostetaan hetkellä   ja
myydään hetkellä µ. Nettotuotto on
G ,µ(⇡) = ⇤µ(⇡) +
Z µ
 
dDt +X⌫1{⌫=µ}   ⇤ (⇡),
siis osto- ja myyntihetkien hintojen välinen erotus, johon on lisätty välillä ( , µ) kertyneet
osingot. Nyt strategia ⇡(1) dominoi strategiaa ⇡(2), jos on olemassa pysäytyshetkipari
{ , µ} siten että
G ,µ(⇡
(1))   G ,µ(⇡(2)) melkein varmasti, ja
P (G(1) ,µ > G
(2)
 ,µ|F ) > 0 melkein varmasti.
Tällöin sanotaan, että strategia ⇡(1) dominoi strategiaa ⇡(2) hetkellä  .
Jatkossa oletetaan, että markkimalli ei sisällä dominoivia strategioita.
3.0.2 Staattiset ja dynaamiset markkinat
Ennen kuin käydään läpi staattisia ja dynaamisia markkinoita haluan nopeasti palauttaa
mieleen täydellisten ja epätäydellisten markkinoiden käsitteet. Täydelliset markkinat ovat
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sellaiset, että niillä jokainen vaade on toistettavissa rahoitusinstrumenttien avulla. Rahoi-
tusteorian ensimmäinen päälause sanoo, että jos arbitraasivapailla markkinoilla on ole-
massa yksikäsitteinen ekvivalentti riskineutraalimitta, ovat markkinat täydelliset. Tämän
työn ensimmäinen päälause on tämän lauseen yleistys. Siis, jos markkinoilla on yksikäsit-
teinen mitta, on jokainen arvopaperi toistettavissa. Karkeasti sanottuna epätäydellisillä
markkinoilla on olemassa vaateita, jotka eivät ole toistettavissa rahoitusinstrumenttien
avulla. Lisäksi epätäydellisillä markkinoilla on useita riskineutraaleja mittoja.
Aloittaakseni staattisten ja dynaamisten markkinoiden käsitteiden rakentamisen mää-
rittelen markkinoidentilan siirtymäprosessin. Ajattellaan siis markkinoiden olevan tietyllä
hetkellä tietynlaisessa tilassa. Tämä tila voi muuttua monien eri tekijöiden summana.
Esimerkiksi toimijoiden markkinaodotukset, lakimuutokset ja teknologian kehitys muut-
tavat markkinoiden tilaa. Matemaattisen tarkastelun aloitan kasvavalla jonolla satunnai-
sia ajanhetkiä. Nämä satunnaishetket kuvaavat markkinoiden muuttumishetkiä. Merki-
tään tätä jonoa ( i)i 0 ja  0 = 0. Sitten määrittelen satunnaismuuttujajonon kuvaamaan
markkinoiden tilaa. Merkitään tätä (Y i)i 0. Tämä satunnaismuuttuja muuttuu siis sa-
tunnaishetkillä ( i)i 0, mutta nämä kaksi satunnaisjonoa ovat kuitenkin riippumattomia
toisistaan ja vallitsevasta filtraatiosta F referenssimitan P suhteen. Määritellään nyt sto-








Prosessi Nt kuvaa markkinoiden tilan muutosten lukumäärää ja Yt antaa meille kullakin
ajanhetkellä t markkinoiden tilan ominaisuudet. Olkoon H prosessien N ja Y luonnolli-
sesti generoima filtraatio. Merkitään nyt laajennettua filtraatiota G = H_F. Huomataan
heti, että ( i)i 0 on kasvava jono G-pysäytyshetkiä. Koska N ja Y ovat riippumatto-
mia F:stä referenssimitan P suhteen, on jokainen (Q,F)-lokaalimartingaali myös (Q,G)-
lokaalimartingaali. Toisin sanoen (Nt, Yt) on markov hyppyprosessi martingaalimittojen
avaruudessa ja hypyt ovat exogeenisia. Voin siis muutella N :n ja Y :n jakaumia ilman että
se vaikuttaa varallisuusprosessin W martingaaliominaisuuksiin. Prosessin Nt avulla voin
määritellä stationaariset ja dynaamiset markkinat.
Määritelmä 3.11. Markkinat ovat stationaariset jos Nt = 1 kaikilla t. Siis markkinoiden
tila ei muutu. Lisäksi stationaarisilla markkinoilla pätee
Qt⇤(A) = Q0(A) kaikillaA 2 F1, t   0,
missä Qt⇤ on hetkellä t markkinoiden valitsema todennäköisyysmitta. Toisin sanoen staat-
tisilla markkinoilla pysytään samassa ekvivalentissa lokaalimartingaalimitassa.
Jos markkinat eivät ole stationaariset, niin ne ovat dynaamiset. Siis jos markkinat ovat
sellaiset, että ne pysyvät alusta lähtien yhdessä tilassa, ovat markkinat silloin stationaa-
riset. Sellaiset markkinat jotka liikkuvat tilasta toiseen ovat dynaamisia. Yleisesti ottaen
21





Tässä kappaleessa esittelen matemaattisen määritelmän arvopaperin fundamentaaliselle
hinnalle. Pidän määritelmän yhtenevä modernin taloustieteen kanssa ja fundamentaa-
lihinta vastaakin arvopaperin generoimaa diskontatun kassavirran odotusarvoa annetun
ekvivalentin lokaalimartingaalimitan suhteen. Tässä lokaalimartingaalimittamme Q ote-
taan joukosta Mloc(W ) siten, että se vastaa markkinoilla esiintyviä hintoja. Teoksessa
(Jacod ja Potter) osoitetaan, että jos markkinoilla on riittävästi oikeanlaisia johdannai-
sia, määräytyy ELMM yksikäsitteisesti. Oletetaan jatkossa, että markkinoilla on tällainen
tilanne. Lisäksi täytyy huomioida, että mallissa valittu mitta riippuu markkinoiden tilas-
ta. Kun markkinat siirtyvät tilasta toiseen, voi markkinoilla vallitseva mittakin muuttua.
Tämä markkinoiden tilaprosessi siis määrittää myös arvopaperin fundamentaalihinnan
ja mahdollistaa hintakuplien synnyn. Hiukan täsmällisemmin sanottuna lokaalimartin-
gaalimitta riippuu markkinoiden tilasta hetkellä t   0, joka esitetään filtraation (Ft),
tilamuuttujan Yt ja tilanvaihdostenmäärämuuttuja Nt avulla. Oletetaan, että alkuhetken
jälkeen markkinoilla on tapahtunut i kappaletta tilanvaihdoksia, siis Nt = i. Merkitään
Qi 2Mloc(W ) olevan vallitseva ELMM hetkellä t ja Yt = Y Nt on tiedossa. Nyt pääsemme
käsiksi määritelmään.
Määritelmä 4.1. Fundamentaalihinta. Olkoon   2   arvopaperi, jolla on maturiteetti
⌫ ja generoi kassavirran ( ,⌅⌫), jossa  t on osinkoprosessi ja ⌅⌫ on lopputuotto. Tämän










kaikilla t 2 [0,1), jossa ⇤⇤1( ) = 0.
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Tämä määritelmä on hiukan monimutkainen, mutta ymmärtääksemme sen paremmin
keskitymme riskillisen arvopaperin fundamentaalihintaan. Oletetaan, että ajanhetkellä







Kun otamme markkinoiden valitseman ELMM:n annettuna, näemme, että fundamentaa-
linen hinta on yksinkertaisesti sen tulevien tuottojen odotusarvo. Tässä on tärkeää huo-
mata, että mahdollinen lopputuotto kun ⌧ = 1 ei vaikuta fundamentaalihintaan. Tämä
johtuu siitä, että toimija ei voi hyödyntää äärettömyydessä tapahtuvaa maksua. Lisäk-
si näemme, että fundamentaalihinta menee nollaan ajan kasvaessa rajatta. Siis S⇤1 = 0.
Korostamme vielä, että kun markkinoilla vallitsee NFLVR ja ei-dominoivia strategioi-
ta oletus, markkinahinta vastaa arbitraasivapaata hintaa, mutta fundamentaalihinta voi
poiketa molemmista.
Lause 4.2. On olemassa ekvivalentti martingaalimitta Qt⇤ siten että






Todistus. Olkoon Zi 2 F1 Radon Nikodym -derivaatta Qi:lle P -mitan suhteen, lisäksi





































P ( i  t <  t+1) = 1
Näin ollen voimme määritellä ekvivalentin mitan Qt⇤ sigma-algebralle F1 ehdolla dQt⇤ =
Zt
⇤
1dP . Tällöin Radon-Nikodym tiheys Zt
⇤



































































































Kutsutaan tätä uutta mittaa Qt⇤ arviointimitaksi hetkellä t ja arviointimittojen jouk-
koa (Qt⇤)t 0 arviointijärjestelmäksi. Lauseen 4.2 antama muoto fundamentaalihinnalle oli-
si yhtä hyvin voitu ottaa määritelmäksi. Seuraavaksi siirrymme kuitenkin määrittelemään
fundamentaalista varallisuusprosessia.
Määritelmä 4.3. Fundamentaalinen varallisuusprosessi on















kaikilla t 2 [0,1) ja W ⇤1 =
R ⌧








  Ft⇤1{t2[ i. i+1)} kaikille t 2 [0,1)
Lemma 4.4. Oletetaan, että ⌧ < 1. Lisäksi oletetaan, että olemme i:nnessä mark-
kinatilassa, eli t 2 [ i,  i+1). Tässä tilassa meillä on kaksi mittaa, Qi 2 MUI(W ) ja
Ri 2MNUI(W ). Tällöin
WR
⇤
t  WQ⇤t melkein varmasti kun t 2 [ i,  i+1)
Fundamentaalihinta tasaisesti integroituvan mitan suhteen on suurempi kuin fundamen-
taalihinta ei-tasaisesti integroituvan mitan suhteen.
Todistus. Valitaan Q⇤ 2 MUI(W ) ja R⇤ 2 MNUI(W ). Koska ⌧ < 1, niin W1 = W ⇤1.
Mitan R suhteenW on epänegatiivinen lokaalimartingaali, joka ei kuitenkaan ole tasaisesti
integroituva. Lisäksi Wt   ER⇤ [W1|Ft]. Joten
WQ
⇤
















Nyt pääsemme vihdoin käsiksi teoksen tärkeimpään osaan. Markkinoiden hintakupliin.
Määritelmä 5.1. Hintakupla   arvopaperille S on markkinahinnan ja fundamentaalisen
hinnan välinen erotus.
  = S   S⇤
Seuraavaksi määrittelen kaikki ominaisuudet hintakuplille sekä staattisilla että dynaa-
misilla markkinoilla. Staattiset markkinat ovat ensimmäinen luonnollinen yleistys täydel-
lisille markkinoille. Staattisilla markkinoilla vallitsee yksi ekvivalenttilokaalimartingaa-
limitta jokaiselle ajanhetkelle. Staattisten markkinoiden määritelmästä seuraa suoraan,
että markkinoilla on yksikäsitteinen Q⇤ 2Mloc(W ) siten, että Q⇤t(A) = Q⇤(A) jokaiselle
t   0. Täten varallisuusprosessi staattisilla markkinoilla on muotoa












joka on Q⇤-tasaisesti integroituva martingaali. Koska W on Q⇤-lokaali martingaali, on
myös kupla   Q⇤-lokaali martingaali.
Lause 5.2. Jos markkinoilla on olemassa epätriviaali hintakupla   6⌘ 0, niin kuplalla on
kolme mahdollista karakterisointia:
(1)   on lokaali martingaali, jos P (⌧ =1) > 0 (tässä kupla saattaa olla tasaisesti integroituva).
(2)   on lokaali martingaali, mutta se ei ole tasaisesti integroituva martingaali jos se
on rajoittamaton mutta P (⌧ <1) = 1
(3)   on sellainen Q⇤-lokaali martingaali, joka ei ole aito martingaali,
jos ⌧ on rajoitettu pysähdyshetki.
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Termillä aito martingaali viittaan martingaaliin ja näin teen eron martingaalin ja lokaa-
lin martingaalin välille. Kolmea eri tyyppistä kuplaa merkitään seuraavasti.  (1) vastaa
ensimmäisen tyypin kuplaa.  (2) toisen tyypin kuplaa. Ja  (3) kolmannen tyypin kuplaa.
Hintakuplat voidaan siis lajitella näihin kolmeen ryhmään. Tärkeimpänä ja ehkä kon-
kreettisimpana erona näiden kolmen tyypin välillä on arvopaperien elinaika. Tyypin 1
kuplia esiintyy kun arvopaperilla on ääretön elinaika ja lopputuotto saadaan hetkellä
(⌧ =1). Tyypin 2 kuplia esiintyy kun arvopaperin elinaika on äärellinen mutta rajoitta-
maton. Tyypin 3 kuplia esiintyy kun arvopaperin elinaika on rajoitettu.
Ensimmäinen kysymys hintakupliin liittyen on miksi arbitraasivapaus ei poista kuplia
NFLVR-markkinoilla. Tähän kysymykseen on hyvin yksinkertainen vastaus. Ajatellaan
tällaista kuplaa hyödyntävää toimijaa. Hän myy lyhyeksi riskillistä arvopaperia ja kuplan
puhjetessa hän voi helposti kattaa sopimuksensa ja jää voitolle. Ongelmana on, että tyypin
1 ja 2 kuplissa arvopapereiden elinaikaa ei ole rajoitettu ja näin ollen toimija ei voi päättää
strategiaansa äärellisessä ajassa, joten tämä strategia ei täytä arbritraasistrategian omi-
naisuuksia. Kolmannen tyypin kuplat eivät mahdollista arbitraasia, koska strategioiden
täytyy olla hyväksyttäviä. Arbitraasistrategia. joka hyödyntäisi kolmannen tyypin kuplaa
ei ole hyväksyttävä, sillä tässä strategiassa toimijan varallisuus ei ole alhaalta rajoitettu.
Se ei ole alhaalta rajoitettu, koska osakkeen hinnalla ei ole ylärajaa. Yleisesti ottaen vaati-
mus, että strategiat ovat hyväksyttäviä on eräänlainen shorttaamista rajoittava vaatimus,
ja tunnetusti rajoitukset voivat usein mahdollistaa markkinakuplia muuten tasapainoisil-
la markkinoilla.
Seuraavaksi hintakupliin liittyvä korollaari. Huomioitavaa, että kohdassa (iv) esiintyy
vain kolmannen tyypin mukainen hintakupla  (3), koska siinä oletetaan, että arvopaperin
elinaika on rajoitettu.
Korollaari 5.3. Jokaiselle hintakuplalle pätee
(i)     0,
(ii)  ⌧1{⌧<1} = 0,
(iii) jos  t = 0 niin  u = 0 kaikille u   t ja
(iv) jos arvopaperi ei generoi osinkoja, niin St = EQ⇤ [ST |Ft] +  (3)t   EQ⇤ [ (3)T |Ft]
jokaiselle pysäytyshetkellet  T  ⌧.
(v) (St    t) on tasaisesti integroituva martingaali.
Ensimmäinen ehto yksinkertaisesti kertoo meille, että hintakupla ei voi ikinä olla ne-
gatiivinen, eli markkinahinta ei ikinä laske fundamentaalisen hinnan alapuolelle. Toinen
ehto sanoo, että kuplilla on aina äärellinen elinaika. Siis kuplat puhkeavat aina joko py-
säytyshetkellä ⌧ tai ne ovat puhjenneet jo aikaisemmin. Kolmannen ehdon mukaan kuplan
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puhjettua se ei voi syntyä enää uudestaan. Tässä on muistettava, että korollaarin kaikki
kohdat koskevat vain mittaa Q⇤. Tulemme myöhemmin huomaamaan, että dynaamisil-
la markkinoilla kupla voi puhjeta mitan Q⇤ suhteen ja markkinoiden siirtyessä uuteen
tilaan ja uuteen mittaan, kupla voi syntyä uudelleen. Saman mitan suhteen se ei voi
syntyä uudelleen. Neljäs ja viimeinen ehto näyttää meille miksi markkinahinta St ei ole
Q⇤-martingaali.
Esimerkki 5.4. Tässä esimerkissä olemme dynaamisilla markkinoilla ja näin ollen eri
ajanhetkillä markkinat ovat eri tilassa ja vallitseva martingaalimitta voi vaihdella. Ole-
tetaan siis, että hetkellä  1 markkinat siirtyvät tilasta toiseen siten, että vallitseva mit-
ta vaihtuu. Aikavälillä [0,  1) markkinoilla vallitsee mitta Q 2 MUI(W ). Oletetaan, et-
tä markkinat siirtyvät sellaiseen tilaan, jossa vallitsee mitta R 2 MNUI(W ). Näin olen
saanut aikaan tilanteen, jossa markkinoiden alkutilassa varallisuusprosessi on tasaisesti
integroituva vallitsevan mitan Q suhteen, mutta markkinatilan siirtymän jälkeen varalli-
suusprosessi ei ole enää tasaisesti integroituva uuden vallitsevan mitan R suhteen.
Välttääksemme sekaannusta merkitsemme fundamentaalisiin hintoihin näkyviin minkä
mitan suhteen se on. Siis WQ⇤t ja WR
⇤
t . Lemman 4.4 nojalla voimme valita mitat Q, R







on aidosti positiivinen positiivisella todennäköisyydellä. Tällöin fundamentaalihinta ja
kupla ovat








Ennen kaikkea on tärkeä huomata, että tässä kupla syntyy hetkellä  1.
Lause 5.5. Jos arvopaperin osinkotuotot (Dt)t 0 ja mahdollinen lopputuotto X⌧ ovat
rajoitettuja, niin silloin markkinahinta on sama kuin fundamentaalihinta ja kuplaa ei ole.
Siis jos
R ⌧
0 dDu +X⌧ on rajoitettu, niin St = S
⇤
t eli  t = St   S⇤t = 0.
Todistus. Oletamme, että osinkotuotot (Dt)t 0 ja lopputuotto X⌧ ovat rajoitettuja. Tämä
tarkoittaa sitä, että on olemassa positiivinen reaaliluku a 2 R+ siten, että
R ⌧
0 dDu+X⌧ < a.
Täten, jos toimija pitää hallussaan a:n verran riskitöntä pankkitili-instrumenttia, tämä
strategia dominoi riskillistä sijoitusinstrumenttia. Ei-dominoivia strategioita oletuksen
mukaan
St = ⇤t((D,X
⌧ ))  a.
Siis riskillinen sijoitusinstrumentti on rajoitettu lokaali martingaali ja se on tasaisesti in-
tegroituva. Tämä tarkoittaa sitä, että kaikki ekvivalentit lokaalimartingaalimitat kuulu-
vat tasaisesti integroituvien joukkoon. Markkinat eivät voi ikinä vaihtaa vallitsevaa mittaa
ei-tasaisesti integroituvien joukkoon, joten markkinoilla ei voi esiintyä hintakuplia.
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Tämä lause pätee mille tahansa mielivaltaiselle arvopaperille   2   jos sillä on rajoi-
tetut tuotot.
Esimerkki 5.6. Mihin voisimme soveltaa rajoitettujen tuottojen lauseita. Oletetaan, et-
tä meillä on hallussamme arvopaperi, joka antaa meille etukäteen kiinnitetyn kassavirran
ajanhetkillä t1, t2, ...tn = ⌫  ⌧ . Oletetaan vielä, että kassavirtaan kuuluu loppumaksu P
hetkellä ⌧ , kun ⌧ on arvopaperin maturiteetti. Tällöin merkitsemällä  t ⌘
Pn
i=1C1{tit}
ja ⌅⌫ = P , joten meillä on strategia   = ( ,⌅⌫), jossa  ⌧ + ⌅⌫ on rajoitettu terminPn
i=1C1{tit} + P avulla. Näin ollen determinististen kassavirtojen arvopapereiden hin-




Hintakuplia on todella mielenkiintoista tutkia Black-Scholes -markkinamalleissa. Saam-
me muutamia hiukan yllättäviäkin tuloksia. Aluksi katsomme staattisia Black-Scholes -
malleja ja sitten dynaamisia.
Esimerkki 5.7. Staattiset Black-Scholes -markkinat äärellisellä aikavälillä. Kiinnitetään
hetki T 2 R+ ja olkoon St sellainen arvopaperi, joka ei tuota osinkoja, ja sen hinta
noudattaa geometrista Brownin liikettä.
St = e
(µ  22 )t+ Bt 8t 2 [0, T ],
jossa µ,   2 R+ ja B on standardi Brownin liike. Tällöin S on Q-martingaali, kun Q







Tämä on tavallinen Black-Scholes -markkinamalli ja näemme heti mallin rakennustavasta,
että tässä mallissa ei voi esiintyä hintakuplia, koska hinta on martingaali aikavälillä [0, T ].
Esimerkki 5.8. Staattiset markkinat äärettömällä aikavälillä. Jos nyt vain yksinkertai-
sesti laajennetaan edellisen esimerkin prosessi St aikaväliltä [0, T ] välille [0,1] tilanne
muuttuu dramaattisesti. Äärettömällä aikavälillä prosessi St menee rajalla kohti nollaa
melkein varmasti. Tämä johtuu siitä, että µ   22 < 0, sillä µ = 0 normalisoidussa mark-
kinamallissa. Hintakuplan määritelmän nojalla saamme tällöin erikoisen tulkinnan.
 t = St   S⇤t = St,
ja arvopaperin hinta on itseasiassa hintakupla.
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Tässä tapauksessa on tärkeää huomioida, että Q ei ole ekvivalenttimartingaalimitta his-
torialle F1. Itseasiassa todennäköisyysmitat P ja Q ovat singulaareja. Koko esimerkiltä
lähtee pohja, jos alamme pohtimaan sitä tarkemmin. Jos NFLVR:n lisäksi oletataan, et-
tä markkinoilla ei ole dominoivia strategioita, niin St ⌘ 0 ja koko malli trivialisoituu.
Staattisessa Black-Scholes mallissa täytyy siis pitää mukana jokaiselle arvopaperille jon-
kinlainen lopputuotto. Voidaan joko liittää jokaiseen arvopaperiin jonkinlainen lopullinen
osinkotuotto tai uudelleenmyyntihinta. Näin vältetään arvopaperin arvostuksen triviali-
soitumisen.
Seuraavaksi pääsemme käsiksi todella mielenkiintoisiin malleihin, joissa voi syntyä
uusia kuplia markkinoiden alkamisen jälkeen. Nämä ovat tyypin kolme kuplia, jotka ovat
matemaattisessa talousteoriassa todella uusia tutkimuksen kohteita. Ensimmäisen kerran
tällaiset kuplat esiteltiin vuonna 2010 Robert A. Jarrown, Philip Protterin ja Kazuhiro
Shimbon artikkelissa Asset price bubbles in incomplete markets. Seuraavassa esimerkissä
meillä on taustalla dynaaminen Black-Scholes malli ja toimimme äärettömällä aikavälillä.
Esimerkki 5.9. Olkoon B(1) ja B(2) riippumattomia Q-Brownin liikkeitä. Kiinnitetään
k > 1. Ja   on ensimmäinen ajanhetki, jolloin stokastinen eksponentiaali E(B(2))t saavut-
taa tason k. Siis
  = inf
 E(B(2))t = k .
Määrittelemme prosessit Z ja S seuraavasti
Zt = E(B(2))t^ , St = E(B(1))t^ .
Pidetään prosessia St riskillisenä sijoitusinstrumenttina, joka ei generoi osinkoja, siis
D ⌘ 0. Lisäksi instrumentti St voi purkautua maturiteetissa ⌧ =  . Sijoitusinstrumentin
purkautuminen tarkoittaa tässä sitä, että se tuottaa kassavirran X⌧ = S  purkautumis-
hetkellä. Tällä tavalla voidaan todenmukaistaa äärettömän aikavälin Black-Scholes mallia.
Nyt sijoitusinstrumentti St ei konvergoi arvoon 0 kun t!1. Kuitenkin
EQ[S1] = EQ[E(B1) 1{ <1}] = Q(  <1) = 1k < 1 = S0,
joten St ei ole tasaisesti integroituva martingaali.
Määritellään uusi todennäköisyysmitta R 2 Mloc(W ) Radon-Nikodym derivaatasta
dR/dQ|Ft = Zt. Esimerkin 3.8 nojalla tiedetään, että prosessi Zt on Q-tasaisesti integroi-
tuva martingaali ja prosessi St on R-tasaisesti integroituva martingaali.
Nyt kiinnitetään huomiota siihen, että St on geometrinen Brownin liike, jota pysäy-
tetään pysäytyshetkellä   sekä mitan Q että R suhteen. Näin ollen prosessi St yhtyy
tavalliseen Black-Scholes malliin kaikilla ajanhetkillä ennen pysäytyshetkeä  .
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Tässä vaiheessa esittelen mallin dynaamisuuden. Mallinnetaan pysätyshetket  i mark-
kinoiden siirtymishetkinä. Viittaamme siis kappaleessa 3.0.1 esiteltyihin käsitteisiin. Näil-
lä satunnaishetkillä  i markkinat siirtyvät mitasta Q mittaan R ja päinvastoin. Kuten
huomaamme, mallissa syntyy hintakuplia kun siirrytään mitasta R mittaan Q. Esitelty
Black-Scholes malli on ensimmäinen malli, joka mahdollistaa hintakuplien syntymisen ja
katoamisen dynaamisesti.
Aikaisemmissa malleissa olen aina yksinkertaistanut tilannetta siten, että markkinat
sisältävät vain yhden riskillisen arvopaperin S, mutta tilanne voidaan helposti yleistää
useammin riskillisen arvopaperin tilaan. Silloin arvopaperi S edustaa vektoria useasta ris-
killisestä arvopaperin hintaprosessista. Nyt, jos jokin vektorin sisältämistä yksittäisistä
arvopapereista sisältää hintakuplan, niin myös S sisältää hintakuplan. Tässä työssä en
kuitenkaan tarkastele tällaista laajennusta, sen sijaan seuraavaksi katsotaan miten hinta-
kuplat esittäytyvät markkinamalleissa, joissa on mukana riskillisten sijoitusinstrumenttien
johdannaisia.
5.0.3 Johdannaismarkkinat
Tässä osiossa tutkin hintakuplia riskillisten arvopapereiden johdannaismarkkinoilla. Kes-
kityn tyypillisimpiin johdannaisiin; etukäteissopimuksiin ja Eurooppalaisiin myynti- ja
osto-optioihin ja futuureihin. Lisäksi toimimme koko ajan dynaamisilla markkinoilla ja
staattiset markkinat ovat vain erikoistapauksen roolissa.
Aluksi täytyy määritellä mitä fundamentaalihinta tarkoittaa johdannaisille. Teen koh-
ta mielenkiintoisen huomion, jonka takia hintakupla johdannaisille ei ole aivan yhtenevä
arvopapereiden hintakuplien kanssa. Helpottaakseni tilannetta ja merkintöjä, oletan, että
riskillinen arvopaperi S ei synnytä osinkotuottoja aikavälillä (0, T ], ja pysäytyshetki ⌧ < T
melkein varmasti. Kun puhun eurooppalaistyylisestä johdannaisesta, tarkoitan tällä ar-
vopaperiin S sidottua rahoitusmarkkinoiden sopimusta, jolla on satunnainen lopputuotto
etukäteen sovitulla ajanhetkellä T , jota kutsutaan johdannaisen maturiteetiksi. Loppu-
tuoton määrä on HT (S), jossa HT on funktionaali prosessilta (Su)uT . Määritelmä on
yhtenevä todellisen maailman tilanteeseen, jossa optioiden arvo riippuu markkinahinnas-
ta ST . Eurooppalaisten optioiden lisäksi useimmilla markkinoilla käydään kauppaa myös
Amerikkalaisilla optioilla. Näiden kahden yleisimmän johdannaistyypin eroavaisuus on
maturiteetissa. Amerikkalaisen option haltija voi hyödyntää optionsa millä tahansa ajan-
hetkellä, kun eurooppalainen optio on sidottu tiettyyn ajanhetkeen T .
Nyt teemme mielenkiintoisen huomion. Optioiden arvo ei riipu riskillisen arvopaperin
fundamentaalisesta hinnasta. Tämä on pieni, mutta merkittävä havainto.
Johdannaista merkitsen siis kirjaimella H, ja sen hetken t markkinahinnasta käytän
merkintää ⇤Ht . Täytyy muistaa, että toimimme dynaamisilla markkinoilla ja näin ollen
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täytyy olettaa, että markkinat valitsevat kokoelman ekvivalentteja lokaalejamartingaali-
mittoja (Qi)i 0 2Mloc(W ) ja johdannaisen markkinahinta ⇤Ht on Qi-lokaalimartingaali
i:nnessä välissä { i  t <  i+1}.
Samoin kuin riskilliselle arvopaperille, johdannaisen fundamentaalinen hinta määritel-
lään johdannaisen hetken T tuoton ehdollisena odotusarvona hinnoittelumitan Qt⇤ suh-
teen. Hinnoittelumitta saadaan kuten edellä joukosta(Qi)i 0 2Mloc(W ). Fundamentaa-
lihinta on siis
EQt⇤ [HT (S)|Ft].
Ilmaistaan tämä vielä eksaktina määritelmänä.
Määritelmä 5.10. Oletetaan, että meillä on johdannainen, jonka lopputuotto määräytyy
funktionaalin HT avulla siten, että lopputuotto on HT (S). Tällöin johdannaisen funda-
mentaalihinta on
⇤⇤t = EQt⇤ [HT (S)|Ft].
Johdannaisen hintakupla  t on sen markkinahinnan ja fundamentaalihinnan erotus.
Määritelmä 5.11. Johdannaisen hintakupla on
 t = ⇤
H
t   EQt⇤ [HT (S)|Ft].
Seuraava lemma osoittautuu hyvin käyttökelpoiseksi jatkoanalyysissä. Lemmassa to-
detaan, että jos on olemassa johdannainen, jolla ei ole hintakuplaa ja se dominoi jotain
muuta johdannaista, niin tällä dominoidulla johdannaisellakaan ei voi olla hintakuplaa.
Lemma 5.12. Olkoon HT ja H 0T kahden eri johdannaisen lopputuotot samalla maturi-
teetilla T . Oletetaan, että johdannaisella H 0T ei ole hintakuplaa, eli
⇤H
0
t = EQt⇤ [H
0
T (S)|Ft].
Jos HT (S)  H 0T (S) melkein varmasti, niin
⇤Ht = EQt⇤ [HT (S)|Ft].
Todistus. Koska johdannaisilla on äärelliset maturiteetit, voimme heti rajata tyypin 1
ja 2 hintakuplat pois. Vain kolmannen tyypin kuplat ovat mahdollisia tässä mallissa.
Olkoon S kokoelma pysätyshetkiä aikavälille [0, T ]. Tällöin jokaiselle pysäytyshetkelle   2
S pätee ⇤ (H)  ⇤ (H 0) ei-dominoivia strategioita oletuksen mukaisesti. Koska ⇤ (H 0)
on martingaali aikavälillä [0, T ], se on tasaisesti integroituva martingaali ja luokassa (D)
välillä [0, T ]. Joten myös ⇤ (H) on luokassa (D) ja siten se on myös tasaisesti integroituva
martingaali välillä [0, T ], eikä näin ollen voi sisältää kolmannenkaan tyypin hintakuplaa.
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5.0.4 Eurooppalaiset myynti- ja osto-optiot
Tässä osiossa tarkastelen kolmea hyvin tyypillistä johdannaista: etukäteissopimusta, myyn-
tioptiota ja osto-optiota. Kaikki johdannaiset kohdistuvat samaan riskilliseen arvopaperiin
ja ne määritellään niiden lopputuoton ja maturiteetin avulla. Jatkossa käytetään maturi-
teetista merkintää T .
Etukäteissopimus on sopimus osakkeen haltijan ja jonkin toisen osapuolen kanssa. Sii-
nä sovitaan, että arvopaperi vaihtaa omistajaa maturiteetissa T sovitulla lunastushinnalla
K. Sopimus laitetaan käytäntöön hetkellä T piittaamatta arvopaperin markkinahinnasta,
joten etukäteissopimuksen lopputuotto on (St  K). Tällaisen johdannaisen hinnan mer-
kitsemiseen käytetään yleisesti merkintää V ft (K). Yläindeksi f tulee etukäteissopimuksen
englanninkielisestä nimestä ’forward contract’. Etukäteissopimusta, jonka hinta on nolla,
kutsutaan termiiniksi.
Eurooppalainen osto-optio antaa haltijalleen oikeuden halutessaan ostaa arvopape-
rin maturiteetissa T etukäteen sovitulla hinnalla K. Osto-option antajalla tai myyjällä
on siis velvollisuus myydä arvopaperi sovitulla hinnalla. Järkevä toimija täyteen panee
osto-optionsa vain siinä tapauksessa, että markkinahinta on sovittua lunastushintaa kor-
keammalla tasolla. Muuten hän voisi vain ostaa saman arvopaperin edullisempaan hintaan
markkinoilta. On siis selvää, että osto-option lopputuotto on (St K)+. Osto-option het-
ken t hintaa merkitään Ct(K).
Viimeisenä kolmesta yleisimmästä johdannaisesta on myyntioptio. Se antaa haltijal-
leen mahdollisuuden myydä halutessaan arvopaperin maturiteetissa T hintaan K. Arvo-
paperin haltija tekee siis sopimuksen jonkin toisen toimijan kanssa. Tämä toinen toimi-
ja sitoutuu ostamaan arvopaperin tulevaisuudessa, jos myyntioption haltija näin tahtoo.
Myyntioptio siis velvoittaa toista osapuolta suorittamaan oston, mutta ei velvoita arvo-
paperin haltijaa myymään. Voidaan jälleen ajatella, että option haltija käyttää optionsa
vain jos se on hänelle kannattavaa. Se on kannattavaa silloin kun arvopaperin markkina-
hinta on alemmalla tasolla kuin etukäteen sovittu lunastushinta K. Lopputuotto on siis
(K   St)+ ja hetken t hintaa merkitään Pt(K).
Yleisessä käytössä olevat merkinnät (F,C, P ) näille johdannaisille tulevat englannin-
kielen sanoista forward=’etukäteissopimus’, call=’osto-optio’ ja put=’myyntioptio’. Mer-
kitsemme fundamentaalisia hintoja vastaavasti kuin aiemmin: V ft (K)⇤, C⇤t (K), P ⇤t (K).
Seuraavaksi muotoilemme johdannaishinnoittelun tärkeimmän lauseen, osto-myynti-pariteetin.
Lause 5.13. Osto-myynti-pariteetti fundamentaalihinnoille.
V ft (K)
⇤ = C⇤t (K)  P ⇤t (K)
Todistus. Aluksi tarkastellaan mitä tapahtuu maturiteetilla T , huomataan
ST  K = [ST  K]+   [K   ST ]+.
34
Eli lopputuottojen osalta osto-myynti-pariteetti pätee. Nyt muistelemme johdannaisten
fundamentaalihintojen määritelmää 5.10. Sen mukaan
C⇤t (K)  P ⇤t (K) = EQt⇤ [(ST  K)+|Ft]  EQt⇤ [(K   ST )+|Ft].
Näemme, että
EQt⇤ [(ST  K)+|Ft]  EQt⇤ [(K   ST )+|Ft] = EQt⇤ [ST  K|Ft]
= V ft (K)
⇤
Nyt olemme varsin yksinkertaisella tavalla osoittaneet, että osto-myynti-pariteetti pä-
tee johdannaisten fundamentaalihinnoille. Tässä on tärkeää kiinnittää huomiota siihen,
että pariteetti pätee riippumatta siitä, sisältääkö arvopaperin markkinahinta kuplaa vai
ei.
Hiukan ehkä yllättäen, osto-myynti-pariteetti pätee myös johdannaisten markkinahin-
noillekin riippumatta taustalla olevan arvopaperin hintakuplasta.
Lause 5.14. Osto-myynti-pariteetti johdannaisten markkinahinnoille.
Ct(K)  Pt(K) = V ft (K) = St  K
Todistus. Tämä on suora seuraus markkinoilla vallitsevasta ei-dominoivia strategioita ole-
tuksesta.
Jos markkinamallissamme sallittaisiin dominoivia strategioita, niin osto-myynti-pariteetti
ei välttämättä pätisi johdannaisten markkinahinnoille. Eräs esimerkki tällaisesta tilantees-
ta löytyy Jarrowin, Protterin ja Shimbon teoksesta Asset Price Bubbles in a Complete
Market.
Seuraavaksi tarkastelemme eurooppalaista myyntioptiota ja osto-optiota erikseen ja
pyrimme löytämään niistä mahdollisia hintakuplia.
Eurooppalainen myyntioptio antaa haltijalleen mahdollisuuden myydä osakkeen lunas-
tushintaan K. Myyntioptiolla voidaan siis varautua hinnan laskuun ja se tuottaa suurim-
man voiton silloin kun osakkeen hinta putoaa nollaan. Tällöin toimija saa myyntioptiol-
leen voittoa K:n verran. Heti näemme, että eurooppalainen myyntioptio ei voi sisältää
hintakuplaa. Tämä seuraa rajoitettujen tuottojen lauseesta.
Lause 5.15. Eurooppalaiset myyntioptiot eivät sisällä hintakuplaa. Toisin sanoen kaikille





Todistus. Myyntioptiolla on rajoitetut tuotot. Lauseen 5.5 nojalla arvopaperi, jolla on
rajoitetut tuotot ei voi sisältää hintakuplaa, joten myyntioptio ei voi sisältää hintakuplaa.
Eurooppalaiset osto-optiot antavat haltijalleen mahdollisuuden hankkia arvopaperi lu-
nastushinnalla K maturiteettihetkellä. Osakkeiden hinnat eivät ole rajoitettuja, joten toi-
mija voi hankkia rajattomat tuotot. Lisäksi osto-option tuotot ovat sidoksissa arvopaperin
arvon nousuihin. Vaikuttaisi siltä, että osto-optio voi sisältää hintakuplaa, ja paljastuukin,
että näin on.
Lause 5.16. Eurooppalaiset osto-optiot voivat sisältää hintakuplaa, ja kaikille lunastus-
hinnoille K   0 pätee,
 t = Ct(K)  C⇤t (K) = St   EQt⇤ [ST |Ft].
Todistus. Tämän todistaminen ei ole aivan niin suoraviivaista kuin myyntioption ta-
pauksessa. Lähdemme liikkeelle etukäteissopimuksen hinnoista ja käytämme osto-myynti-
pariteettia niin fundamentaalihintojen kuin markkinahintojen tapauksessa. Eli,
V ft (K) = St  K = (St   EQt⇤ [ST |Ft]) + (EQt⇤ [ST |Ft] K)
= (St   EQt⇤ [ST |Ft]) + V ft (K)⇤.
Siis
V ft (K)  V ft (K)⇤ = St   EQt⇤ [ST |Ft]
Osto-myynti-pariteettien avulla saamme
V ft (K)  V ft (K)⇤ = [Ct(K)  C⇤t (K)]  [Pt(K)  P ⇤t (K)].
Aikaisemmin osoitimme, että myyntioptiolla ei voi olla hintakuplaa, eli [Pt(K) P ⇤t (K)] =
0. Joten
 t = Ct(K)  C⇤t (K) = V ft (K)  V ft (K)⇤ = St   EQt⇤ [ST |Ft]
Eurooppalaisilla osto-optioilla on äärelliset maturiteetit, mikä sulkee pois tyypin 1 ja
2 kuplat. Jos osto-optioilla on hintakuplaa, niin sen täytyy olla aina kolmatta tyyppiä.
Lauseesta 5.16 huomaamme, että osto-option hintakuplan suuruus ei riipu lunastus-
hinnasta K, sen sijaan siihen vaikuttaa alkuperäisen riskillisen arvopaperin hintakupla.
Yhteyden näemme korollaarista 5.3.(iv). Sen mukaan arvopaperi, joka ei synnytä osinko-
tuottoja, noudattaa ehtoa
St   EQt⇤ [ST |Ft] =  3t   EQt⇤ [ 3T |Ft],
jossa  3t on arvopaperiin S liittyvän hintakuplan tyypin 3 kuplakomponentti.
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5.0.5 Etukäteissopimukset ja termiinit
Tässä kappaleessa käsitellään etukäteissopimuksien ja erityisesti termiinien kaupankäyn-
tistrategioita staattisilla markkinoilla. Kuten aikaisemmissa kappaleissa, meillä on yksi-
käsitteinen lokaalimartingaalimitta Q, jonka markkinat valitsevat. Etukäteissopimuksista
puhuessa on todella tärkeää, että tiedämme koko ajan minkä rahamarkkinoiden numerää-




jossa rt on korko. Merkitään jälleen riskillistä arvopaperia S, ja S/A on sen hinta ra-
hamarkkinoiden numeräärin suhteen. Tällöin Q 2 Mloc(S) tarkoittaa, että S/A on Q-
lokaalimartingaali. Yksinkertaistaakseni oletan jälleen, että riskillinen arvopaperi ei mak-
sa osinkotuottoja aikavälillä (0, T ], missä ⌧ > T melkein varmasti.
Nyt esittelen uudenlaisen arvopaperin, nollakuponkibondin. Tällä tarkoitan sellais-
ta arvopaperia, joka tuottaa varmasti yhden rahayksikön maksun hetkellä T . Merkitään
tällaisen arvopaperin hetken t hintaa p(t, T ). Nopeana huomiona voidaan todeta, että täl-
laiset arvopaperit eivät voi sisältää hintakuplaa, sillä nollakuponkibondilla on rajoitetut
tuotot ja lauseen 5.5 nojalla arvopaperit, joilla on rajoitetut tuotot eivät voi sisältää hin-
takuplaa.
Edellisessä kappaleessa määrittelin etukäteissopimukset. Sopimuksessa toinen osapuoli
sitoutuu ostamaan arvopaperin S maturiteetilla T lunastushintaan K, ja toinen osapuoli
sitoutuu myymään. Kauppa toteutuu joka tapauksessa ja ostamaan sitoutuneelle osa-
puolelle syntyy lopputuotto (ST   K). Tällaisten sopimusten hetken t hintaa merkittiin
aiemmin V ft (K), jossa hetken t hinta riippuu lunastushinnasta K. Nyt käännämme tä-
män toisin päin ja määrittelemme funktion ft,T , joka antaa meille sen lunastushinnan K,
jolla hetken t maturiteetin T etukäteissopimus on markkina-arvoltaan nolla. Siis
V ft (ft,T ) = 0.
Tällaista nolla-arvoista etukäteissopimusta kutsutaan termiiniksi. Seuraavaksi osoitan riip-
puvuuden termiinin lunastushinnan, nollakuponkibondin ja riskillisen osakkeen välillä.
Lause 5.17.
ft,T · p(t, T ) = St.
Todistus. Lause väittää, että hetken t termiinin lunastushinnan verran nollakuponkibon-
dia vastaa riskillistä osaketta St. Lähdetään tutkimaan tätä sijoitusstrategioiden loppu-
tuottojen kautta.
Markkinamallimme mukaan kahden saman lopputuloksen tuottavan sijoitusstrategian
hintojen täytyy olla samat. Olkoon sijoitusstrategia A sellainen, että se sisältää yhden yk-
sikön hetken t termiiniä V ft (ft,T ) ja ft,T :n verran nollakuponkibondia. Hetkellä T toimija
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saa nollakuponkibondeista summan ft,T ja termiinin mukaisesti hän on ostaa yhden osak-
keen S hintaan ft,T , joten toimijan varallisuus on ST . Sijoitusstrategia B sisältää yhden
yksikön arvopaperia S. Selvästi myös tämän arvo maturiteetissa on ST . Näiden kahden
strategian hetken t hintojen täytyy olla samat. Siis





Tämä on intuitiivinen ja yleisesti tunnettu tulos. Sen perusteella saamme mielenkiin-




Nollakuponkibondin hinta on aina positiivinen, joten moni hintaprosessin ominaisuuksista
siirtyy termiinin lunastushinnalle.
Korollaari 5.18. Termiinien lunastushinnat
(i) ft,T   0
(ii)
ft,T · p(t, T )
At
on Q-lokaalimartingaali jokaiselle Q 2Mloc(W )
(iii) ft,T · p(t, T ) = S⇤t +  t, jossa  t = St   S⇤t
Todistus. Ensimmäinen kohta seuraa suoraan aikaisemmin todistetusta tuloksesta ft,T =
St · p(t, T ). Nollakuponkibondin hinta on aina positiivinen ja riskillisen arvopaperin hinta
voi olla pahimmillaan nolla, joten ft,T on aina epänegatiivinen.
Toinen kohta seuraa myös varsin suoraviivaisesti samasta tuloksesta. Ja tiedosta St/At
on Q-lokaalimartingaali jokaiselle Q 2Mloc(W ).






Kolmas kohta lienee triviaali.
5.0.6 Futuurit
Futuurit 1 ovat samankaltaisia kuin muutkin tähän saakka esitellyt johdannaiset. Niissä
on erityisen paljon samoja piirteitä etukäteissopimusten kanssa. Futuuri on taloudelli-
nen sopimus kahden toimijan välillä. Toinen toimijoista omistaa riskillisen arvopaperin
1Steven E. Shreven teos Stochastic Calculus for Finance 2, 2008 on todella hyvä ja mielenkiintoinen
teos, josta löytyy paljon tietoa futuureista.
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S, johon johdannainen sidotaan. Toimijat sopivat yhdessä maturiteetin T . Futuurin ja
etukäteissopimuksen erityispiirteitä ovat, että niissä kaupat toteutuvat joka tapaukses-
sa maturiteetissa T . Erona on, että futuureihin liitetään jatkuva maksujärjestely. Tälle
maksujärjestelylle ei ole vakiintunut suomenkielistä nimeä, vaan siitä käytetään englan-
ninkielen termiä mark-to-market. Tämä mark-to-market järjestely velvoittaa molempia
toimijoita hyväksymään jatkuvan kassavirran, joka vastaa futuurin hinnalle tapahtuvia
jatkuvia muutoksia. Toisin sanoen futuuria jatkuvasti arvostetaan markkinahintaan ja
täten reagoidaan markkinoilla tapahtuviin muutoksiin. Futuurin haltijan kassavirta voi
vaihdella positiivisesta negatiiviseen.
Futuuri ei ole yhtä yksinkertainen kuin aikaisemmin esitellyt optiot, ja saatat ihme-
tellä mihin tällaista johdannaista tarvitaan. Futuuri on kehitetty vastaamaan termiinien
kahteen epäkohtaan. Ensimmäinen epäkohta on, että jollakin ajanhetkellä ennen matu-
riitettia T saattaa olla todella suuri kysyntä juuri maturiteetin T termiineille. Tehokkaat
markkinat tarvitsisivat siis jokaista maturiteettia kohti todella suuria määriä eri alka-
mishetken termiineja. Termiinin hinta määrittyy juuri alkamishetken mukaan. Sen sijaan
futuureihin liittyvä hintaprosessi ottaa huomioon vain maturiteettihetken T , ei alkamis-
hetkeä t. Toiseksi termiinien hinta alkuhetkellä on nolla, mutta riskillisen arvopaperin
hintaprosessin edetessä termiini voi saada positiivisia tai negatiivisia hintoja. Kummassa-
kin tapauksessa toinen toimijoista voi huolestua toisen kyvystä selviytyä velvoitteistaan
ja tämä aiheuttaa ongelmia. Futuureissa mark-to-marketin avulla vaaditaan toimijoiden
päivittäistä velvotteista suoriutumista ja näin ollen ongelmat eivät voi eskaloitua. Hetken
t futuurin hintaa merkitään Ft,T , ja Ft,T määritellään siten, että hetkellä t markkinoille
laskettujen futuurien markkinathinnat ovat nollia. Näin ollen jokaisen futuurin hinta jo-
kaisella ajanhetkellä on nolla ja niihin liittyvä jatkuva kassavirta on dFt,T . Maturiteetissa
viimeisten futuurihintojen täytyy vastata riskillisen arvopaperin hintaa ja FT,T = ST .
Olemassa olevan taloustieteellisen määrittelyn mukaan futuurien hinnat määritellään
käyttäen lokaalimartingaalimittaa siten, että futuurin hinnat ovat martingaaleja. Futuu-
rien maturiteettien rajoittuneisuus johtaa siihen, että futuureiden hinnoissa ei voi esiintyä
markkinakuplaa. Näin ollen futuurien hinnan karakterisointia täytyy hiukan yleistää pois-
taaksemme tämän rajoittuneisuuden.


















missä At on hetken t arvo numeräärillemme ja At = exp(
R t
0 rud u), jossa r on epänegatii-
vinen F sopiva prosesessi, jolla kuvaan niin sanottua markkinoiden ilmaista korkotasoa.
Jos diskontattu varallisuus prosessi ei ole alhaalta rajoitettu, niin futuuri ostaminen
ei ole hyväksyttävä strategia. Mallissamme tämä tarkoittaisi sitä, että futuureilla ei voi
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käydä kauppaa. Kuitenkin oletamme, että markkinoillamme käydään kauppaa futuureil-
la, niin voimme olettaa, että futuurien diskontattu osakeprosessi on alhaalta rajoitettu
ilman, että menetämme mallimme soveltuvuutta.
Olkoon (Tn)n 1 jono pysäytyshetkiä siten, että (V FTn^)t 0 on alhaalta rajoitettu jokai-
selle n. Tällöin on olemassa ekvivalentti lokaalimartingaalimitta Q 2Mloc, jonka suhteen
V F on lokaalimartingaali. Nyt voimme määritellä futuurien hintaprosessin.
Määritelmä 5.19. Semimartingaalit (Ft,T )0tT , jotka noudattavat seuraavia ehtoja ovat
NFLVR futuurien hintaprosesseja.
(i) Diskontattu arvoprosessi V Ft on lokaalisti alhaalta rajoitettu, eli on olemassa
jono pysäytyshetkiä (Tn)n 0 joilla Tn " 1, ja (V FTn^t)t 0 on alhaalta rajoitettu
jokaiselle n.
(ii) On olemassa Q 2Mloc(W ) siten, että (V FTn^t)t 0 on Q-lokaalimartingaali, kun
(Tn)n 0 on ehdon (i) toteuttava jono pysäytyshetkiä.
(iii) FT,T = ST
Merkitään NFLVR futuurien hintaprosessien joukkoa  F . Huomaa, että futuurin hin-
nalle sallitaan myös negatiiviset arvot. Johdannaishinnoittelulle ominaisesti voimme liit-
tää ehdolliset odotusarvot malliimme.
Lause 5.20. Kiinnitetään jokin ekvivalentti lokaalimartingaalimitta Q 2 Mloc. Olete-
taan, että riskillinen arvopaperiprosessi S 2 L1(Q). Määritellään
(F 0t,T )t 0 = (EQ[ST |Ft])t 0.
Tällöin
(F 0t,T )t 0 2  F
Todistus. St on epänegatiivinen kaikilla t, joten F 0t,T = EQ[ST |Ft]   0. Salkku, joka
























rud u    F 00,T .
V F
0
t on alhaalta rajoitettu, joten ehto i toteutuu. Selvästi (F 0t,T )t 0 = (EQ[ST |Ft])t 0
on martingaali ja diskonttausprosessi At on jatkuva, joten V F
0 on lokaalimartingaali.
F 0T,T = EQ[ST |FT ] = ST , joten myös (iii)-ehto toteutuu.
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Vihdoin pääsemme käsiksi futuurien mahdollisin markkinahintakupliin. Yksinkertai-
sesti otan edellä määritellyn futuurin hintaprosessin ja lisään sinne hintakuplan  .
Lause 5.21. Olkoon   lokaalisti alhaalta rajoitettu Q-lokaalimartingaali ja  T = 0. Ole-
tetaan myös, että riskillinen arvopaperiprosessi S 2 L1(Q). Määritellään (Ft,T )t 0 seu-
raavasti
Ft,T = EQ[ST |Ft] +  t.
Tällä tavalla määritelty semimartingaali on NFLVR futuurin hintaprosessi. Eli
(Ft,T )t 0 2  F
Todistus. Muistetaan, että F 0t,T = EQ[ST |Ft]   0 jokaisella t, koska St prosessi on epäne-
gatiivinen. Prosessi  t on lokaalisti alhaalta rajoitettu, joten myös (Ft,T )t 0 on lokaalisti
alhaalta rajoitettu. Olkoon C   0 sellainen vakio, että  C rajoittaa alhaalta hintapro-

















rud u    F0,T   C.
Näin ollen ehto (i) pätee. Aikaisemmin osoitin, että on olemassa Q 2 Mloc siten, että
EQ[ST |Ft] on lokaalimartingaali. Alussa oletimme, että   on lokaalimartingaali, joten
myös (V FTn^t)t 0 on Q-lokaalimartingaali. Tässä tilanteessa FT,T = EQ[ST |FT ] +  T = ST .
Siis kaikki kolme ehtoa pätevät ja Ft,T 2  F .
Vaikka määrittelen futuurin hintaprosessin sisältämään hintakuplaa, niin se silti täyt-
tää NFLVR ja ei-dominoivia strategioita markkinoiden oletukset. Voidaan siis olettaa,
että futuurien hintaprosessit sisältävät hintakuplaa.
Klassisessa teoriassa futuurien hintaprosessi on määritelty ehdollisen odotusarvon avul-
la ja koska arvopaperin hintaprosessi on epänegatiivinen, niin myös futuurin hinta proses-
si Ft,T on epänegatiivinen. Yllä esitetyssä teoriassa kuitenkin sallitaan hintakuplat, jotka
ovat alhaalta rajoitettuja, eivät välttämättä positiivisia. Futuurien hinnoissa voi siis esiin-
tyä negatiivista hintakuplaa ilman, että markkinamallimme hajoaa. Tällaisia hintakuplia
ei sallittu korollaarissa 5.3. Tämä herättääkin kysymyksen siitä voisiko myös muissa joh-
dannaisissa ja riskillisen arvopaperin hintaprosessissa olla negatiivista hintakuplaa.
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